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复合随机因素下航空发动机
结构的可靠性分析

西北工业大学　　王珍应3 3 　吕文林　潘　欣

【摘要】　同时考虑航空发动机材料的随机性,结构几何形状的随机性,随机载荷和随机边界条件,

研究复合随机因素下的概率有限元,在摄动法的基础上推导出结构的随机应力场,并建立相应的

可靠性理论。分析随机因素的特征后,导出现有的航空发动机结构可靠性分析的各种计算方法,并

进行了航空发动机的轮盘的可靠性分析。
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1　前　言

　　在现代结构系统设计和力学性能分析中,在些问题进行确定性强度分析是必要的。但这些

结构通常存在着材料、结构几何形状、随机载荷和边界条件的随机性。显然,对这些结构进行力

学性能分析时不能采用确定性分析方法,需要分析结构的可靠性,近年来,人们已对航空发动

机的轮盘、叶片、轴和其它一些零件的可靠性做了许多研究[1- 4 ]。但由于问题本身的复杂性,在

现有的结构可靠性分析中,只分别研究了单一随机因素的可靠性。这难于满足航空发动机设计

的需要。本文研究在材料、几何形状、载荷和边界条件等随机因素复合作用下的概率有限元,建

立相应的可靠性理论,并将其应用于航空发动机轮的可靠性分析。

2　复合随机应力场的概率有限元

　　一般情况下,结构的材料性质、几何形状、外界作用力和边界条件都可能是随机变化的。我

们可将这些随机变化量的随机场表示为R (x
τ ) (其中, x

τ 为空间坐标)。将位移函数 u
τ 在坐标点

x
τ 以及随机场Rϖ (x

τ )的均值场Rϖ (x
τ )处按泰勒级数展开,取低于二阶的所有项,忽略高阶项。

为了描述和阅读,将矢量 u
τ = u x i

ϕ+ u y j
ο+ u z k

ο记为{u}= {u x , u y , u z }T ,本文中其它矢量都有

类似的处理。

令 dR = (R - Rϖ) Α,则 u
τ

R (x
τ ) , x

τ 的泰勒级数展开式可写成关于摄动量 Α的二阶摄动形

式:

{u} = {u} (0) + {u} (1) Α+ {u} (2) Α2 (1)

其中, {u}和{u} (0)分别表示位移随机函数在R 和 Rϖ点的函数值, {u} (1)和{u} (2)分别表示{u}的

第一和二阶摄动量的系数。



同理,可将应变函数{Ε}、弹性矩阵[D ]、体积力{F }、边界力{P }、边界位移{U s}、边界外法

线向量{n}、体积雅可比 J V 和面积雅可比 J S 等展开为摄动量 Α的二阶摄动形式。

将随机场R (x )离散为N R 个单元,则R (x
τ ) = 6

N R

i= 1
Ωi (x

τ )R i , Ωi (x
τ )为随机场的形函 数。在

单元 i上, Ωi 为单位值,在其它单元上为零值。R i 为R 在第 i单元上的值。

为了保证计算的收敛性,让 J V、J S、[D ]、{F }、{P }、{u s}的离散与随机场R (x )的离散形式

相同。现将结构划分为N E 个单元,共有N P 个结点,每个结点有N F 个自由度,并设整体节点

位移为{d },单元节点位移为{d } i,则位移场表达式 (1)中的各未知项为

{u} (0) = [N (x
τ ) ]{d } (0)

{u} (1) = 6
N R

k= 1

[N (x ) ]{d′} (1)
k △R k　,　{u} (2) =

1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1

[N (x ) ]{d″} (2)
k l △R k△R l

{d } (1)
i = 6

N R

k= 1
{d′i}k l△R k　,　{d } (2)

i = 6
N R

k= 1
6
N R

l= 1
{d″i}k l△R k△R l

[N (x ) ]为整体位移形函数。

根据弹性体的变分原理,并应用摄动方法,进行大量计算可得到考虑材料、结构几何形状、

载荷和边界条件等为随机量时的概率有限元的基本方程:

[K ] (0) {d } (0) = {Q } (0)　,　[K ] (0) {d′} (1)
k = {Q′} (1)

k 　,　[K ] (0) {d″} (2)
k l = {Q″} (2)

k l

(k , l = 1, 2, 3,⋯,N R ) (2)

其中

[K ] (0) =∫V [L N ]T [D ] (0) [L N ]J (0)
V dV , {Q } (0) =∫V [N ]T [F ] (0)

J 0
V dV +∫8 [N ]T [P ] (0)

J 0
S dS

{Q′} (1)
k =∫V [N ]T {F′}kJ

0
V + {F } (0) (J ′V ) k dV +∫8 [N ]T {P″}kJ

(0)
S + {P } (0) (J ′S ) k dS

-∫V [L N ]T [D′]k [L N ]{d } (0)
J

(0)
V dV -∫V [L N ]T [D ] (0) [L N ]{d } (0)

J ′V dV

{Q″} (2)
k l =

1
2∫V [N ]T {F″}k lJ

(0)
V + 2{F′}k (J ′V ) l + {F } (0) (J ″V ) k l dV 　　　　　　　　　　　

+
1
2∫8 [N ]T {P″}k lJ

(0)
S + 2{P′}k (J ′S ) l + {P } (0) (J ″S ) k l dS

-
1
2∫V [L N ]T [D″]k l [L N ]{d } (0)

J
(0)

V dV

-
1
2∫V [L N ]T [D′]k [L N ] {d′} lJ

0
V + 2{d } (0) (J ′V ) l dV

-∫V [L N ]T [D ] (0) [L N ]{d′}k (J ′V ) ldV -
1
2∫V [L N ]T [D ] (0) [L N ]{d } (0) {J ″V }k ldV

　　由此可得发动机结构的位移场和单元应变和应力的摄动表达式:

{u (x
τ ) } = 6

N R

k= 1

[N i (x
τ ) ] {d } (0) + 6

N R

k= 1

({d′i}k△R k Α) +
1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1

({d″i}k l△R kΑ△R lΑ) (3)

　　在实际计算中,将△R k Α记为△R k ,并计算指定单元的位移,则单元 i 的位移、应变和应力

分别为:

{u (x
τ ) } i = [N (x

τ ) ] i{d } (0) + 6
N R

k= 1
[N (x

τ ) ] i{d′i}k△R k +
1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1
[N (x

τ ) ] i{d″i}k l△R k△R l
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{Ε(x
τ ) } i = [B ] i{d } (0) + 6

N R

k= 1
[B ] i{d′i}k△R k +

1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1
[B ] i{d″i}k l△R k△R l

{Ρ(x
τ ) } i = {Ρ(x

τ ) } (0)
i + 6

N R

k= 1

({Ρ′i}k )△R k +
1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1

({Ρ″i}k l)△R k△R l

3　可靠性计算

　　通过分析计算后,可得到复合随机因素下航空发动机结构的随机位移场和随机应力场。通

过概率统计分析,可得位移场和应力场的均值和自协方差矩阵。但仅有应力的均值和方差难以

满足航空发动机的零部件的设计和性能分析的要求,必须进行可靠性分析。

无论研究何种失效模式,选用何种失效准则,都可将失效准则转化成下列关系式:

f ({Ρ}, {Η}, x
τ ) > 0 (4)

其中,函数 f ({Ρ}, {Η}, x
τ )的具体形式与选择的强度或失效准则、材料性质和结构的应力状态

有关。随机量{Η}= {Η1, Η2,⋯, ΗN S
}的选取决定于材料性质、失效模式和选用的失效准则。

由此可建立可靠性分析的临界函数为: g = f ({Ρ}, {Η}, x
τ )。

分析计算可得临界函数及其均值和方差的摄动关系式:

g = g 0 + 6
N R

k= 1

5g
5R k
△R k + 6

N S

k= 1

5g
5Ηk
△Ηk +

1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1

52g
5R k 5R l
△R k△R l

+
1
2 6

N S

k= 1

52g
5Η2

k
△Η2

k (5)

E [g ] = g 0 +
1
2 6

N R

k= 1
6
N R

l= 1

52g
5R k 5R l

COV (R k , R l) +
1
2 6

N S

k= 1

52g
5Η2

k
V ar [Ηk ] (6)

V a r [g ] = 6
N R

k= 1
6
N R

l= 1

5g
5R k

5g
5R l

COV (R k , R l) + 6
N R

k= 1

5g
5Ηk

2

V ar [Ηk ] (7)

其中COV (R k , R l)为随机变量R k 和 R l 的协方差,V ar [Ηk ]为随机变量 Ηk 的方差。

相应的可靠度R e 和破坏概率 P f 分别为:

P f = 5 (- Β)　,　R e = 1 - P f = 5 (Β)　,　Β = E (g ) ö V ar [g ] (8)

其中 5 (Β)为标准正态分布, Β为可靠性指数。
(4) - (8)式构成复合随机因素下航空发动机结构可靠性分析的普遍关系式。依靠本文推

导的概率有限元方法,我们能处理任何复杂条件下的发动机可靠性问题。当然,此理论也适合

于其它结构的可靠性分析。

通常,航空发动机结构的随机量之间是相互独立的,即随机量R k 和 Ηl 相互独立,则 (5)式

可转化成线性形式:

g = C 0 + 6
N

k= 1
B k Κk　,　Y = {{R }T , {Η}T }T　,　Κk = {Y k - (Yϖk - A 2

k ö2B k ) }2

(k = 1, 2,⋯,N ) (9)

其中　N = N R + N S　,　C 0= g 0-
1
4 6

N

k= 1

A 2
k

B k
　,　A k =

5g
5Y k
　,　B k =

1
2

52g
5Y 2

k

设随机量 Κk 的均值为 ΛΚk
、方差为 ΡΚk

,则可靠性指数可由下式得出:
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Β = C 0 + 6
N

k= 1
B k ΛΚk 6

N

k= 1

B 2
k Ρ2

Κk

(10)

4　应　用

　　现将上述理论具体应用于航空发动机轮盘的可靠性分析。当考虑轮盘的几何尺寸为随机

变量时,可用简化M isses强度准则进行强度校核 (设轮盘处于双向应力状态)。这时{Η}= {Ρs}

为材料的强度,强度校核准则可写成

f ({Ρ}, {Η}, {x
τ

}) = 1 - (Ρ2
11 + Ρ2

22 - Ρ11Ρ22 + 3Ρ2
12) öΡ2

s > 0

则临界函数为: g = 1 - (Ρ2
11 + Ρ2

22 - Ρ11Ρ22 + 3Ρ2
12) öΡ2

s

　　作相应的计算后,可得到与文献[ 3 ]完全相同的结果。

用本文的方法估算离心叶轮轮盘的低周疲劳寿命可靠性。当考虑轮盘的载荷为随机量,并

用兰德拉夫的损伤公式进行轮盘低周疲劳寿命的可靠性分析时, {Η}= {Ρf , b, c}T ,由失效准则

可导出关系式:

f ({Ρ}, {Η}, {x
τ

}) = 1 - 6
m

k= 1
nk

Ρf

Ρf - Ρm

1
b- c Ρf

Ρa

1
b

则临界函数为: g = 1 - 6
m

k= 1
nk

Ρf

Ρf - Ρm

1
b- c Ρf

Ρa

1
b

其中, Ρf 为疲劳强度系数、b为疲劳强度指数、c为疲劳延性指数。

计算可知,离心叶轮轮盘的塑性最严重的区域在内孔处,也是最危险点。这与实际情况是

相吻合的,据此求出的可靠度是可信的。按工作循环为 5000röm in 时,计算可得低周疲劳的可

靠度为 019995。

由此可见,本文研究的航空发动机结构可靠性分析理论是目前考虑随机因素最全面,能处

理不同的失效模式可靠性理论。
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A M UL T ISTAGE F IN ITE EL EM ENT M ETHOD FOR TRANSON IC
FLOW CALCULAT ION IN TURBOM ACH INERY

Zhu Gang, Shen M engyu, L iu Qiusheng, W ang Baoguo
(D ep t. of Eng ineer ing M echan ics, Ts ing H ua U n ivers ity , B eij ing , 100084)

ABSTRACT　　　　 In the ligh t of the idea of M u lt istage F in ite E lem en t M ethod, T he
an iso trop ic ten so r fo rce fin ite elem en t and the T aylo r- Galerk in fin ite elem en t m ethod have
been com b ined p roperly in to a new m ethod w h ich called an iso trop ic m u lt istage fin ite elem en t
m ethod. T h is m ethod is superio r in convergence speed and stab ility and su itab le to tran son ic
flow calcu la t ion s. W e app lied th is m ethod to analyzing the tran son ic flow in a tw o2dim en sion2
al cascade and compared w ith its experim en ta l data. It is show n that th is m ethod is a pow er2
fu l too l fo r the tran son ic flow calcu la t ion.

Key words　T ran son ic flow　T u rbom ach ines　F in ite elem en t m ethod

ANALY SIS OF FAT IGUE CRACK GROW TH IN GLALL
Zhang Xueren and N ie J ingxu

(4th D ep t. B eij ing U n ivers ity of A eronau tics and A s tronau tics, B eij ing　100083)

ABSTRACT　　　　A fin ite elem en t analysis is app lied to the fa t igue crack grow th
p ropert ies in glass a lum inum hyb rid lam inates (GLALL ). T he stress and stra in fields of
GLALL w ith differen t crack length are ob ta ined from the compu ta t ion, in w h ich the crack s
are assum ed to expand on ly in A l layers. T he rela t ion sh ip of the effect ive st ress in ten sity fac2
to rs on the crack t ip s to the crack length is derived by the energy m ethod. It is found that the
b ridging effect of the glass f ibers w ith h igh strength on the crack s in A l layers decreases ob2
viou sly the effect ive st ress in ten sity facto rs thu s the grow th ra te of the fa t igue crack s is cu t
dow n to a great ex ten t . T he compu ta t ion resu lts agree w ell w ith the experim en ta l data.

Key words　L am inates　Fat igue crack　D iffu sion　Characterist ics

STRUCTURAL REL IAB IL ITY ANALY SIS
OF AN AEROENGINE W ITH COM PL EX UNCERTA INTY

W ang Zheny ing and L u W en l in
(D ep t. of A eroeng ine, N orthwes tern Polytechn ica l U n ivers ity　710072)

ABSTRACT　　　　R andom m eteria l p ropert ies, geom etrica l shapes, fo rces and dis2
p lacem en t boundary condit ion of an aeroengine are direct ly in troduced in to funct ional varia2
t ional fo rm u la t ion s and a un if ied random varia t ional p rincip le and the p robab ilist ic f in ite ele2
m en t m ethod w ith the sm all param eter pertu rbat ion m ethod are p rovided. Based on second-
o rder pertu rbat ion techn ique, the fo rm u la t ion s fo r the random stresses and the reliab ility of
the aeroengine′s st ructu res are derived. A cco rd ing to analysis the characterist ics of these ran2
dom param eters, the simp le m ethods fo r analyzing the aeroengine st ructu ra l reliab ilty are ob2
ta ined. A t last, the reliab ility of a ro ta t ing disk of the aeroengine is analyzed w ith a simp le
num erica l examp le.

Key words　A ircraft engines　Structu ra l reliab ility　P robab ility　F in ite elem en ts
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